AGREGATION INTERNE 2014 


Remarques & compléments sur 
la composition 1 de mathématiques 


Dany-Jack Mercier 


Table des matières 


Introduction 

1 Analyse d'impact des questions 
2 Stratégie concours 

3 Exponentielle d’une matrice 


4 


5 


8 


9 


Exponentielle et réduite de Jordan 
Expression d’une application affine 
Matrice triangulaire supérieure 
Génération de GL,(R) et SL,(R) 
Inversible — orthogonale x symétrique 


Convexité de SŸT(R) 


10 Forme générale des éléments de O,(R) 


11 Centres de SO3(R) et SU2(C) 


TABLE DES MATIÈRES 


Disponible dès mars 2014 :) 


Introduction 5 


Introduction 


Ce livre reprend les remarques et les compléments placés dans le chapitre 3 
des annales suivantes : 


Agrégation interne 2014 - Composition 1 de mathématiques [10]. 


I s’agit donc d’un développement sur des thèmes qui intéressent ce pro- 
blème de concours, extrait du livre que l’on vient de citer. 


La lecture de ces compléments peut être faite indépendamment de la re- 
cherche du problème d’agrégation. Elle peut être aussi être envisagée avant 
d'aborder ce problème pour se mettre dans l’ambiance avant de se lancer, 
ou si l’on préfère au moment où l’on s’entraîne sur ce problème. Toutes les 
utilisations seront bonnes. 


Dans les pages qui suivent, on trouvera 7 exercices corrigés, un problème sur 
la génération des automorphismes de R’' par les dilatations et les transvections, 
et un rappel de cours sur les exponentielles de matrices qui se trouvent être 
au coeur de ce problème d’agrégation de la session 2014. 


Toutes vos remarques sont les bienvenues. Bon entraînement ! 


Dany-Jack Mercier 
Pointe-à-Pitre, le 15 mars 2014 


agregationinterne2014compl-complements v1.00 
© 2014, Dany-Jack Mercier 


Introduction 


Chapitre 1 


Analyse d’impact des 
questions 


Comme dans tous les problèmes à résoudre en temps limité, certaines questions 
sont abordables et doivent être abordées si l’on à l’entraînement suffisant, 
tandis que d’autres questions, trop chronophages ou carrément infaisables, 
doivent être rapidement identifiées pour être sautées. 


Chaque question à un impact sur le moral du candidat et sur la note que 
celui-ci est en droit d’attendre s’il arrive à la résoudre. Quand on débute dans 
un problème posé en temps limité, on doit sans cesse s'interroger sur l'utilité 
de répondre à telle ou telle question compte tenu de la probabilité que l’on a 
de résoudre d’autres questions ailleurs. 


Pour chaque nouvelle question que l’on découvre dans l’énoncé : 


- On apprécie rapidement si elle rappelle quelque chose. Peut-être est-ce un 
classique que l’on connaît bien ? Peut-être que la méthode de recherche est 
garantie, ou qu’il ne s’agit que d’une vérification ? 


- On essaie de rassembler ses idées sur un brouillon et de suivre une piste. 


- Au bout de 5 minutes, on se demande si cette piste peut aboutir, ou s’il n’y 
a pas une autre piste à suivre. On décide alors de l’utilité de se donner quelques 
minutes supplémentaires pour continuer à chercher sur la même question. On 
se donne par exemple mentalement 5 minutes de plus maïs pas plus, sauf si la 
recherche engagée est fructueuse. 


- Si une piste aboutit, on peut soit essayer de répondre à la question suivante 
pour profiter de la force morale engendrée par cette réussite, soit passer à la 
rédaction au propre d’une ou de plusieurs questions déjà trouvées. On choisit 
de faire ce qu’on a envie de faire au moment où l’on se pose la question car 
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8 CHAPITRE 1. ANALYSE D'IMPACT DES QUESTIONS 


les deux tâches sont différentes et l’on peut se reposer en changeant de tâche 
à certains moments. 


- Attention : si on investit plus de 15 minutes sur une question sans obtenir 
de résultats, on est en train d’hypothéquer l’ensemble du problème. Il faut 
passer à autre chose. En fait, dès qu’on passe plus de 10 minutes sur une 
question, il faut se demander si cela en vaut vraiment la peine. 


- On continue à appliquer l’algorithme précédent jusqu’à arriver à la fin 
du problème. À ce moment, on est certain d’avoir traité toutes les questions 
que l’on savait « facilement » traiter. Parmi les questions traitées figurent les 
questions classiques qui sont souvent posées au concours et sur lesquelles on a 
pu s’entraîner auparavant. Ce sont des questions de type À. 


- S'il reste du temps, on retourne des questions que l’on a laissées en suspens 
où l’on pense avoir quelques chances de réussite. On investit 5 à 10 minutes 
au brouillon pour chercher une solution. On rajoute des tranches de 5 minutes 
si l’on pense pouvoir aboutir. 


- Certaines questions paraîtront infaisables. Il peut s’agir de questions du 
type À que l’on n’a pas révisées ou que l’on n’a jamais étudiées. Il peut aussi 
s’agir de questions plus difficiles de type B, ou en dernier ressort de questions 
vraiment infaisables même si l’on est suffisamment préparé, des questions que 
j'appellerai du type C. 


- Une question infaisable peut l’être pour différentes raisons : parce qu’on ne 
connaît pas la théorie d’où elle est extraite, parce que sa résolution demande 
beaucoup de temps, de patience et de références, ou encore parce que l’énoncé 
n’a pas donné d'indications suffisantes pour que l’on puisse imaginer une piste. 
Si 5 ou 6 résultats permettent de répondre à une question, et si l’on ne men- 
tionne pas ces 5 ou 6 résultats, il y a de fortes chances pour que la question 
reste infaisable. 


v Ce n’est pas en se concentrant sur les questions du type C que 
l’on réussira son admissibilité. 

Ÿ C’est en travaillant son cours et en s’entraînant d’abord sur des 
questions de type À que l’on se prépare aux épreuves. 


Voilà pourquoi je ne trouve pas inutile de proposer ci-dessous une classification 
des questions de ce problème en trois types À, B ou C. Ce jugement est sub- 
jectif, mais pourra au moins servir à décomplexer le candidat courageux qui 
se lance dans ce long et difficile problème, tout en lui indiquant les questions 
qui ne seront jamais abordées IRL (in real life) dans les copies. 


Le diagramme suivant montre 18 questions de type À, 7 questions de type B 
et 20 questions difficiles de type C. Le problème se corse sévèrement à partir 


de la question 15.a au début de la partie IV. En 6 heures, on peut estimer 
avoir réussi le problème si l’on a traité 14 questions sur 45, soit un peu moins 
du tiers du problème. 


Le problème est difficile, donc il n’est pas faux de penser que l’on a de fortes 
chances d’être admissible en répondant au quart des questions posées, et sans 
doute que 10 questions bien traitées suffiront. Tout cela dépendra aussi de 
l’état de préparation des candidats qui auront composé. 
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TYPES DE QUESTIONS 


Type À — Questions classiques de cours ou de réinvestissement direct 
du cours. Ces questions peuvent être régulièrement posées en concours et on 
a déjà pu en travailler quelques-unes auparavant. Ce sont des questions qu’il 
faut réussir, si possible, et sans perdre de temps. Ces questions sont à travailler 
en priorité. 


Type B — Questions plus difficiles où l’on n’est pas certains d'aboutir 
mais où l’on a des chances de le faire en suivant certaines pistes. On peut les 
réussir comme on peut devoir les laisser de côté au bout d’un certain temps. 


Type C — Questions infaisables même si l’on est suffisamment préparé. 
Ce sont des questions difficiles pour des raisons diverses : le sujet est trop 
pointu, on ne connaît pas le cours correspondant, l’énoncé ne propose pas 
suffisamment de questions intermédiaires pour suivre une piste qui devrait 
aboutir, ou encore on n’a pas le temps de voir comment utiliser les résultats 
déjà démontrés. 


Chapitre 2 


Stratégie concours 


Dans la rédaction « concours » des deux premières questions de la partie I, 
on n’a pas désiré s'étendre sur des résultats que l’on utilise gaiement mais qui 
demanderaient trop de temps à être précisés. Rédiger ainsi en admettant tant 
de prérequis peut être ressenti comme abusif, mais a-t-on le temps d’en dire 
plus ? Et l’énoncé suggère-t-il seulement que l’on doive en dire plus ? 


Je propose un critère pour savoir si l’on a intérêt à répondre de façon sommaire 
ou pas. Ce critère consiste à se poser les questions suivantes : 

- Est-ce que le fait d'essayer de tout éclaircir et de tout expliquer ne va pas 
me porter préjudice en m’empêchant de gagner des points sûr dans le reste du 
problème ? 

- Le voisin qui donnera une réponse sommaire et incomplète à cette question 
peut évidemment obtenir seulement une petite partie des points attachés à 
celle-ci, mais disposera de plus de temps pour aborder d’autres questions plus 
loin. Ne va-t-il pas gagner plus de points que moi en procédant ainsi ? 


Si vous répondez oui à ces deux questions, n’attendez plus : 


Rédigez votre solution en précisant ce que vous utilisez et en fai- 
sant tous les appels au cours qui vous paraissent nécessaires, puis 
volez vers d’autres cieux. Ceux-ci risquent d’être plus cléments et 
certaines questions peuvent être plus faciles à résoudre et rédiger ! 


De plus : 

Tout cela n’est que partie remise! 
Quelle que soit la question que je saute, j'aurai tout loisir d’y revenir quand je 
le déciderai. Je suis le roi sur ma copie, et c’est ce qui fait le charme de l'écrit. 


La loi la plus importante à retenir quand on passe un écrit de concours, c’est 
de veiller à : 
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12 CHAPITRE 2. STRATÉGIE CONCOURS 


Ne pas quitter la salle avant d’avoir répondu à toutes les questions 
dont on connaissait les réponses assez facilement. 


Le pire des cauchemars consiste à sortir de la salle d'examen et de s’apercevoir 
dans le couloir que l’on aurait pu répondre facilement aux questions des deux 
dernières parties! Ce qu’il fallait faire pendant l’épreuve, c'était bien d’aller 
toucher à ces dernières parties juste pour voir et pour thésauriser des points 
faciles s’ils l’étaient. 


Au jeu de go, il faut continuellement choisir entre construire du territoire ou 
développer son influence. Ici c’est la même chose : il faut tout le temps choisir 
de thésauriser des points sur une question si cela vaut le coup, ou chercher 
ailleurs une question plus facile, ce qui permettra en outre d’avoir une idée 
globale plus précise du problème. 


Pas vraiment : il est resté 
coincé sur la première 
question. I] savait pr 
répondre à toutes 


D est resté 5 heures assis 
devant ce problème 145 
questions à traiter. et à 
bien rédiger | 


es autres. 


Si des questions sont infaisables, on les laisse! Il est vital de savoir quand il 
faut s’arrêter d'investir du temps pour récolter des points sur une question 
donnée. 


Il est essentiel de traiter (c’est-à-dire chercher et rédiger au propre) 
le plus de questions possible parmi celles qui sont à notre portée 
et de ne jamais sédimenter trop longtemps à un endroit. 


C’est pour cette raison que je m’autorise à utiliser le cours pour répondre aux 
deux premières questions du problème, tout en prenant le temps de proposer 
des compléments dans le Chapitre 3 pour permettre de préparer les prochaines 
sessions. 


Les deux premières questions du problème me semblent bien abruptes : elles 
permettent d’entrer dans le vif du sujet, mais malheur à qui n’a pas en tête 
la définition de l’exponentielle d’une matrice. J’aurais pourtant bien imaginé 
une première partie qui aurait regroupé tout ce qu’il y a à dire sur l’exponen- 
tielle d’une matrice et d’une applications linéaire, pour parler finalement de 
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l'application t + etÀ, Mais le problème est ainsi fait, et c’est à nous de nous 
adapter. 
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CHAPITRE 2. STRATÉGIE CONCOURS 


Chapitre 3 


Exponentielle d’une matrice 


Ces compléments concernent les deux premières questions de la 
partie I du problème. 


Reprenons la présentation de l’exponentielle d’une matrice À telle qu’elle est 
suggérée dans les questions 1 et 2 de la partie I du problème. Plaçons-nous 
dans l’algèbre de Banach M, (C) des matrices carrées de taille n à coefficients 
dans C, tout en sachant que l’on peut remplacer € par R dans la suite sans 
changer quoi que ce soit (si ce n’est la définition de la norme sur C” qui, de 
hermitienne, deviendra euclidienne). 


Théorème 1 Soit À € MAC). La série : 
Kk! 
k=0 
est normalement convergente dans M,(C). On en déduit qu’elle converge dans 
l’ensemble M,(C). 


Preuve — Dire que la série » AF/k! est normalement convergente dans 
Mhn(C) revient à dire que la série des normes : 


+00 Af 
D ( 


est convergente. C’est évident car la norme opérateur sur M,(C) vérifie l’in- 
égalité | AB] < ||A|||B| quelles que soient les matrices À et B, que par 
conséquent | 4“|] < ||AI, et que la série à termes positifs (x) converge comme 
étant majorée par la série convergente : 


+ [|A 
k! 


k=0 
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16 CHAPITRE 3. EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE 


Cette dernière série converge d’après le critère de d’Alembert pour les séries à 
termes positifs, puisque : 
ILAÏÉY, _&! ILA]| 


X——= Jim ——=0<I1. 
Est (+ DL IA Etokti 


Rappelons pourquoi la convergence normale d’une série SR U, dans l’espace 
de Banach M, (C) entraîne sa convergence dans M,(C). La preuve provient 
de la complétude de M,(C) et du critère de Cauchy. 


En effet, dire que Ni Un converge normalement revient à dire que la série 
réelle à termes positifs 5% |U,l| converge. Mais alors pour tout € > Oil 
existe un entier naturel N tel que pour tout (p, q) € N? tel que N < p < q on 


ait : 
q q +0 
D Un < D IUnll < D IUnll <e 


puisque limy-_;}00 SRE IU,I| = 0. Cela montre que la suite des sommes par- 


tielles Dis Un)nen est de Cauchy, donc converge puisqu'on est dans un 
espace complet. 1 


Le Théorème 1 nous permet de poser : 


Définition 1 Soit A € M,(C). On appelle exponentielle de À, et l’on 


A : x 
note e”, la matrice : +0 4 
A 
€ — 


Théorème 2 Si O est la matrice nulle, alors e° = I. Si les matrices À et B 
commutent entre elles, c’est-à-dire vérifient AB = BA, alors Be = eAB. 


+ DK 0 
DENT EE 
k! 0! 
=0 
Si les matrices À et B commutent entre elles, pour tout N € N : 


N  ,k 4k N kpAk N  ,k 4k N x 4k 
tF A t*BA t° AB t°A 
B(S K! )- KE K! -( K! E 


k=0 k=0 k=0 k=0 


Preuve — Par définition e 


donc Be = eAB si l’on fait tendre N vers l'infini. 


Théorème 3 Si AE M,(C), alors l'application : 
f: R — M,(C) 
t LS etA 


est dérivable sur R, et que f'(t) = AetA = etA A quel que soit t € R. 
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+00 4 Ar 

ME 
k=0 
On a Aet = et A d’après le Théorème 2. Cela étant, donnons deux démons- 
trations différentes, la première utilisant des résultats sur les séries entières 
dans un Banach, la seconde demandant de se remémorer certains énoncés à 
connaître concernant la dérivabilité d’une fonction somme lorsqu'on dispose 
d’une convergence uniforme. 


Preuve —— Par définition et4 — 


Première preuve — On reconnaît une série entière en t à coefficients dans 
l’algèbre de Banach M,(C), et l’on sait qu’une telle fonction est dérivable, 
et même de classe C®, sur son disque de convergence, donc ici sur tout R 
puisque le rayon de convergence de cette série entière est infini : en effet pour 
tout t € R, la série 4% &* AF/kl est normalement convergente dans M,(C) 
comme on le voit en appliquant le critère de d’Alembert, donc elle est a fortiori 
convergente. On sait aussi que : 


OO 14k—1 4k OO ,k—1 4k—1 
kt—'A TA 
VÉER (et) — ——— = AN = Ael*. 
(e”) 2 F a CR 


Seconde preuve — Pour tout k € N posons : 


tk AE 
TE ER 
La série de fonctions pe fx converge simplement sur R vers l'application e! 
(NB : on fait l’abus de confondre une application et son image pour simplifier). 
Les fonctions f, sont dérivables sur R. Si r > 0 alors : 


Pine D Li 
(k=1)! 


= k 
ré AI 


vel-rr] [jf] = | (= 


et la série : ” : 
OO Lt 
>. : A] 
y 
_ (k—1)! 


converge, donc la série de fonctions 5% f! converge normalement sur [-r, r], 


et donc aussi uniformément sur cet intervalle fermé borné. Il suffit d'appliquer 
un résultat classique du cours d’analyse (Théorème 5) pour pouvoir affirmer 
que la fonction somme et = SX fx est dérivable sur [-r,r], de fonction 
dérivée : 

+00 +00 1 A 
Co 02 RD 
k=0 


k=1 
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Pour tout N € N*, on a : 


N° yk-1 4 N | yk—1 4k—1 ns 
En AT AY 
k=1 ' k=1 à k=0 ; 
et il suffit de faire tendre N vers +o pour obtenir : 
OO yk—1 4k 
t°— À 
CHER = AetA 
É (k—1) 


En conclusion f est dérivable sur R et f'(t) = Act. m 


Pour bien comprendre la démonstration précédente, on a besoin du Théo- 
rème 5. Nous allons en profiter pour réviser les trois résultats suivants assez 
fins qui intéressent les séries de fonctions et qui sont des conséquences directes 
des résultats correspondants concernant les suites de fonctions. Ces trois Théo- 
rèmes, à retenir, sont extraits de la Section 2.4.3 de [12] : 


Théorème 4 (Continuité d’une série de fonctions) 


Si E est un espace topologique, F un espace vectoriel normé, a un point de E 
et si ne Jk est une série d'applications de E dans F toutes continues en a, 
qui converge uniformément vers f sur E, alors l’application f est continue 
en a. En particulier si une série d'applications continues sur E converge uni- 
formément vers une fonction, cette fonction est continue sur E. 


Théorème 5 (Dérivabilité d’une série de fonctions) 

Soient I un intervalle de R, F un espace vectoriel normé et Rue Jr une sé- 
rie d'applications dérivables de T1 dans F telle que la série Ne FL converge 
uniformément sur 1. Alors : 

(1) Si la série ue fx converge simplement sur T vers une fonction f, 
cette convergence est uniforme su toute partie bornée de I, l’application f est 
dérivable sur I et f'(t) = EX fi (t) pour tout t € I. 

(2) Si F est complet et s'il existe to € I tel que la série XyX% fr(to) 

Pa +00 é ? ) 
converge, alors la série D°7 26 fx converge simplement sur I et l’on peut appli- 
quer (1). 


Théorème 6 (Intégrabilité d’une série de fonctions) 


Soit [a,b] un intervalle compact de R, F un espace de Banach (c'est-à-dire 
un espace vectoriel normé complet) et DRE Jx une série d'applications inté- 
grables au sens de Riemann de [a,b] dans F. Si la série DY% fx converge 
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uniformément sur [a, b] vers une fonction f, cette fonction f est intégrable au 
sens de Riemann sur [a, b] et : 


b b f/+oo +00 b 
| JE) dt =) b ï) dt = ÿ fx (€) dt. 
* a \x=0 


k=0 "4 


On peut maintenant recopier les trois premières questions du problème dans 
leur contexte : 


Théorème 7 Soit À € M,(C). On note GL,(C) le groupe multiplicatif des 
matrices inversibles appartenant à Mn(C). Si F : R — GL,(C) une applica- 
tion dérivable telle que : 


VER F'(t)=AF(t) et F(0) = 1, 
alors F(t) = exp(tA) pour toutt ER. 


Preuve — La fonction f : t + e-tAF{(t) est dérivable sur R et pour tout 
réel t : 


—Ae tAF (t)+e-tAF"(t) 
= —Ae tAF(i)+e-tAAF (t) 
0 


FE) 


puisque Ae-t4 = e-tAA d’après le Théorème 2. L'application f est donc 


constante, et il existe C € M,(C) telle que f (t) = C' pour tout t. Comme 
f (0) = F(0) = 7, on déduit que C = I et : 


VER e “F(t)=1. 


Par conséquent : 

VER ete t4F(t) = et 
et l’on pourra conclure à F (t) = et{ si l’on montre que et{e-tÀ = TJ. Pour ce 
faire, on introduit la fonction g : t+-+ et4e-tA dérivable sur R. Sa dérivée en t 


est : 


AetetA ss A(-A jet 
Aetfe-t4 _ AetAe-tA (car À et e-t4 commutent) 
0 


g'(t) 


donc g(t) = g(0) = I pour tout { € R. En conclusion F(t) = etÀ quel que 
soit appartenant à KR. 


Les deux théorèmes suivants ont été déjà démontrés dans le problème aux 
questions 2 et 3 : 
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Théorème 8 {Question 2 du problème} Si À et B sont deus matrices de 
Mh(C) telles que AB = BA, alors eATP = eÂeP, En particulier les matrices 
e4 et el commutent dès que AB = BA. On en déduit que e* est toujours 
inversible, et que (e4)71 = e-4. 


Théorème 9 {Question 3 du problème} 
Si A € MAC) alors det (exp À) = eTA, 


Rajoutons que : 
Théorème 10 Si AE M,(C) alors le4| < ellAl, 


Preuve — La norme | A|| de la matrice À est la norme opérateur de À définie 
à partir de la norme hermitienne de C” (NB : à partir de la norme euclidienne 
de R” si l’on travaille dans MA(R)). Pour tout NE N, 


et il suffit de passer à la limite quand N tend vers l’infini dans les deux membres 
de ces inégalités pour obtenir e4|] < elAl, 


La Définition 1 p.16 de l’exponentielle d’une matrice permet aussi de définir 
l’exponentielle d’un endomorphisme « d’un espace hermitien ou euclidien de 
dimension n, puisque l’ensemble (L(E),+,.,0) de ces endomorphismes est 
encore une algèbre de Banach réelle ou complexe. L'écriture : 


a donc un sens, et l’on peut énoncer : 


Théorème 11 Soit E un espace hermitien ou euclidien de dimension n. Si B 
est une base de E et si À = Mat (u; B) désigne la matrice de u dans B, alors 
la matrice de e“ dans B est égale à e4. Autrement dit Mat (e“; B) = eMat(uiB), 


Preuve — Supposons que E soit un espace hermitien de dimension n, la 
preuve étant la même dans le cas réel. Notons M,(C) l’espace des matrices 
carrées de taille n à coefficients dans C. L'application : 


dv: L(E) —  M,(C) 
u + Mat(u;B) 
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est un isomorphisme bicontinu d’espaces vectoriels puisqu'il s’agit d’une ap- 
plication linéaire bijective entre deux espaces vectoriels de dimensions finies. 
Soit u € L(E) et À = Mat (u; B). Pour tout N EN, 


' N k N° yk 

u”. Mat (u; B) A 

mu (SE) 3 HRQEE k! 
k=0 k—0 k=0 


et en passant à la limite quand N tend vers l'infini : 


k! 


+00 uË +00 A : 
Mat (e“; B) = Mat > = = ee". 
k=—0 k=0 
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CHAPITRE 3. EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE 


Chapitre 4 


Exponentielle et réduite de 
Jordan 


On trouvera ici la copie de la Section 6.6 du livre Réduction des en- 
domorphismes [9] qui montre comment calculer une exponentielle 
de matrice dans le cas général où celle-ci n’est pas diagonalisable. 


Les matrices de Jordan ne peuvent pas être remplacées ici par de 
simples matrices triangulaires, car les multiplications que l’on uti- 
lise sont des multiplications par blocs, et raisonner directement sur 
une matrice triangulaire est impossible car celle-ci n’a aucune rai- 
son de commuter avec une matrice diagonale (voir [9] 8.6.2). 


Le type de raisonnement que l’on trouve dans les lignes qui suivent 
est le même que celui que l’on a reproduit pour répondre à la ques- 
tion 3 du problème, d’où l'intérêt d’avoir étudié cette partie du 
cours pour répondre à cette question. 


Posons K = R ou C. L’espace vectoriel M, (K) des matrices carrées de taille n 
(n > 1) à coefficients dans K est normé et de dimension finie n? sur K. On 
sait que (M, (K) ,+,., x) est une algèbre de Banach, c’est-à-dire une algèbre 
normée dont l’espace vectoriel sous-jacent est un espace de Banach, c’est-à-dire 
un espace vectoriel normé complet. 


Dans un tel espace, toute série normalement convergente est convergente. No- 
tons || || la norme opérateur sur M, (K) définie par : 


AX 
VA € Mn (E) [AI = Supxergo EE 


Si À € M, (K), la série > 350 L est normalement convergente dans M, (K) 
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car la série des normes : 


5 (AIT 
k>0 k! 


converge dans R. Par définition, l'exponentielle e4 de la matrice À est égale à 
cette somme : 


On peut calculer explicitement la matrice eÀ en diagonalisant À ou en ayant 
recours à sa forme réduite de Jordan. Voyons cela de plus près. 


Lorsque À est diagonalisable — Dans ce cas il existe une matrice diagonale D 
et une matrice inversible P telles que D = P-TAP et : 


D. (PAPY PAP. ei A Pi 
D De ee dl ec 
k>0 k>0 k>0 
ce qui ramène le calcul de e* à celui de e?. En notant D = diag(A, .…., Ân) : 


D _ >: De See) diag( ee à — diag à ARE à 


k>0 k>0 k>0 nt 


diag(e\1,.….,e") 
donc eÀ = P diag(e\,.….,er) P-1. 


Lorsque À n’est pas diagonalisable — Si À n’est pas diagonalisable, et si 
l’on suppose raisonnablement que le polynôme caractéristique x4(X) de A 
est scindé sur K, ce qui ce sera toujours le cas lorsque K = C, on sait que 
l’on peut réduire À sous la forme de Jordan. Il existe une matrice de Jordan J 
semblable à A. Il existe donc une matrice inversible P telle que J — PAP, 
et l’on obtient encore : 

e7 = P-teAP. 


Tout revient à exprimer la matrice e/. Notons : 
Ms 0 x :Ô 


J= ue 
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où chaque sous-matrice carrée M, de taille r;, est une cellule de Jordan de la 
forme : 


As le "0 8e, D 
À À 
M; = 0 0 | =D; +T; 
2 
0 0 À 


où D; = diag(X;,.….,À;) et où T; = M; — D; est une matrice triangulaire 
supérieure qui ne possède que des zéros sur la diagonale principale. On sait 
que T; est nilpotente, que 1% = 0et que T;D; = D;T; (puisqu’une homothétie 
commute avec n'importe quel endomorphisme). En écrivant des produits de 
matrices par blocs : 


k 
ME 01 x 0 SE 0 _— 0 
DURE RS 0 M} 
J 2 _ 
k>0 j ge ? 0 : L . 0 
0: 0 M 0 0 AM 
em 0 0 
0 el 
= (+) 
0 
(0) 0 er 
On a aussi eMi = ei x eli = e%ieli car ePi = e“I,,. Enfin : 
T2 Tue 
T; à À 
LI, HT + 2 + + ——— 
€ ntdlit 1 His Ci 


puisque T'' = 0. En conclusion : 


si HAE 
Mi Li LT EL —— 


et il suffit de remplacer dans (+) pour obtenir e7, donc aussi e4 = Pe7 Pt. 
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Chapitre 5 


Expression analytique d’une 
application affine 


L'exercice suivant est important puisqu'il permet de vérifier que 
l’on connaît bien l’expression analytique d’une application affine. 
C’est indispensable pour qui veut passer d’une égalité entre appli- 
cations à une égalité matricielle. Il s’agit de la Question 329 du livre 
Acquisition des fondamentaux pour les concours IV [6] destiné à 
travailler les questions de base. 


Exercice 1 Quelle est la forme générale de l'expression analytique d’une ap- 
plication affine d’un plan affine E dans lui-même ? Cette écriture est-elle une 
CNS pour qu’une application f de E dans E soit affine ? Donner une CNS 
portant sur l’expression analytique de f, pour que f soit bijective. 


— — — 
Solution — Soient Æ la direction de E, et R = (O, à, j) un repère de E. 
Par définition, une application f de E dans E est affine si, et seulement si, il 
existe un endomorphisme ! de Æ tel que : 


> 


VMeE f(O)f(M=W(OM) (+) 


On dit alors que { est la partie linéaire de f (ou encore l’application linéaire 
associée à f). Notons (x,y) et (x’,y/) les coordonnées de M et de M' = f (M) 


dans le repère R. Si : 
a b 
ut 


désigne la matrice de l’application linéaire { dans la base ( a) et si (c, f) 
représentent les coordonnées de l’image f (O0) de l’origine © du repère R dans 


> 
L, 
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le repère R, la traduction matricielle de (f) est : 
x! a b ( x ) ( c ) 
= Le ; 
| y ) de ) y ‘ 


xl = ax + by + c 
y = dx + ey + f. 


ce qui s'écrit aussi : 


Nous venons d’obtenir les formules analytiques qui définissent f. Une appli- 
cation f : E — E est donc affine si et seulement si elle admet ce type de 
représentation analytique dans un repère affine donné. D’après le cours, f est 
bijective si et seulement si sa partie linéaire l est bijective, et cela revient à dire 
que le déterminant de la matrice M de f n’est pas nul. Ainsi f est bijective si 
et seulement si ae — bd Æ 0. 


Chapitre 6 


Matrice triangulaire 
supérieure 


L'exercice suivant apparaît à la fois dans le cours [9] sur la ré- 
duction d’endomorphismes, et dans le recueil [4] de questions es- 
sentielles pour les concours. On le propose ici pour approfondir la 
réponse donnée à la question 9.b du problème d’agrégation. 


Exercice 2 a) Montrer que toute matrice triangulaire supérieure dont la dia- 
gonale principale est nulle est nilpotente. 

b) En déduire que toute matrice M dont le polynôme caractéristique est 
scindé s'écrit sous la forme M = D + V où D est diagonalisable et V nilpo- 
tente. 


Solution — a) Une matrice triangulaire supérieure D, de diagonale princi- 
pale nulle, peut toujours être considérée comme la matrice d’un endomor- 
phisme f d’un espace vectoriel Æ de dimension finie dans une base e — 
(e1,.…, en) de E. Notons : 


0 # # 
Mat(fie)= | : ‘. 4 | =D. 
0-42 C0 


Montrer que D est nilpotente revient à montrer que f est nilpotente. Pour 
tout k € [1,n], posons Ex — Ke ® … © Ken_1, où K désigne le corps de 
référence. Posons aussi E6 = {0}. 

Si D = (4j), on sait que f(e;) = N aijei quel que soit j € [1,n]. La forme 
très spéciale de D permet donc d’affirmer que : 


VkeTi,n] f(Ex) € Ek-1. 


29 


30 CHAPITRE 6. MATRICE TRIANGULAIRE SUPÉRIEURE 


On peut écrire : 


= f(E)C f(En-1) C En-2 
=  f9(E)C f(En-2) C En-3 
NT 

=  f"(E) C f(E) € Eo = {0} 


de sorte que f"(E) = {0}, ce qui signifie que f” = 0. L’endomorphisme f est 
bien nilpotent. 


b) Si le polynôme caractéristique x, d’une matrice M est scindé sur K, 
alors M est trigonalisable et il existe une matrice inversible P telle que (avec 
des notations évidentes) : 


À # # 
= . 5 . 
PMP = |: -… 4 
Di se 
À tas “0 O # 4 
— on,  J4f si ce, g [=D'+v 
Dr UE Ds 0 


Ainsi M = PD'P-t+PV'P-t où D = PD'P-T est une matrice diagonalisable 
et où la matrice V = PV!P-! est nilpotente. Mais attention : on n’a pas 
forcément la commutativité DV = VD, donc on n’a pas forcément obtenu la 
décomposition de Dunford, et en particulier la décomposition obtenue n’est 
pas unique. 


Chapitre 7 


Génération de GL;(R) et 
SLn(R) 


Dans la question 18 du problème d’agrégation, la connexité par 
arcs de SL; (R) peut être montrée en utilisant que le groupe SL, (R) 
est engendré par les transvections. Le problème 1, extrait du re- 
cueil [7], permet de redémontrer ce résultat, et l’exercice 3 permet 
de conclure. 


Problème 1 Génération de GL,(R) et SL,(R) 

Si (n,p) € N*, on note M, )(R) l’espace vectoriel des matrices à coefficients 
réels à n lignes et p colonnes. Sin = p, on écrit MAR) = Myn(R). On pose 
[1,n] = {1,..,n}. On note I, la matrice identité de taille n. 

Si (1,c) € [1,n]°, on note Ex. la matrice de M,(R) dont tous les coefficients 
sont nuls sauf celui situé sur la l-ième ligne et la c-ième colonne qui vaut 1. 
SXERet(l,c) € [1,n]”, on définit la matrice carrée D, (À) = (di) Dell 
en posant di; = 0 sii£ j, du = 1 sii Æl et dy — À. Autrement dit : 


D (à) = In + (1 -1)Eu. 


Sil £c, on définit les matrices Ui. (À) de MAR) par : 

Uje (À) = In + AEye. 
On dit que Di(X) est une matrice d’affinité et que Urc (À) est une matrice de 
transvection. 


1) Soit À = (a) une matrice de My p(R). On note l; € RP (1<i<n) les 
lignes de A. Vérifier que la multiplication à gauche de À par Di (À) correspond 
à l’opération élémentaire L + Al sur les lignes de la matrice À, puis que la 
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multiplication à gauche de À par UK (À) correspond à l'opération élémentaire 
h— h + Al sur ces mêmes lignes. 


On admettra que les multiplications à droite par des matrices d’affinités ou 
de transvections définissent des opérations élémentaires du même type sur les 
colonnes de À. 


2) Soit A — (a;;) une matrice de M, }(R) dont la première colonne n’est 
pas nulle. 


a) Si ay1 — 0, montrer qu'il existe une matrice de transvection Uic (1) 
telle que Use (1) À = (b;;) avec b11 À 0. 


b) On suppose maintenant que a11 Æ 0. Montrer que l’on peut trouver 
deux réels À et ji tels que Uio (ue) Uas (À) À = (b;;) avec bi1 = 1. 


c) Montrer que l’on peut utiliser des multiplications à gauche de À par 
des matrices de transvections pour obtenir une matrice de la forme : 


1 # ... + 
A1 = 


avec À} € Mn-1p-1(R) et rg À = 1 +rg Ai. 


3) Soit GL,(R) l’ensemble formé par les matrices inversibles de M,{R). 
Montrer que toute matrice À € GL,(R) peut être transformée par une compo- 
sition de transvections à gauche en une matrice de chacune des formes : 


1 # . # DL ‘0 4% 2e 10) 
0 ‘*. ‘:. : 0 : 
où Dn (Ô) = 
: 0 1 # 0 1 O0 
Ü 4% Se CH 0 0 Ü: 
avec det À — 6. 


4) Que dire de l’inverse d’une matrice de transvection Uye (À) ? Justifier. 
5) Applications : 

a) Soit À € GLh(R). Montrer qu'il existe une et une seule matrice U de 
GLA(R) et un et un seul scalaire Ô tels que À = U X D,(6). Montrer que U 
est un produit de matrices de transvections et que Ô = det À. En déduire que 
le groupe GL,(R) est engendré par les affinités et les transvections. 
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b) Le sous-groupe spécial linéaire SL, (R) de GL;(R) est défini par : 
SLa(R) = {A € GL,(R) / det A=1}. 
Montrer que SL, (R) est engendré par les matrices de transvections. 


6) Montrer que deux matrices À et B de My p(R) sont équivalentes si et 
seulement si l’on peut passer de l’une à l’autre par une composition d’opéra- 
tions élémentaires. 


Solution — Ce problème est inspiré du 8.11.2.5 du Ramis [11]. Les résultats 
annoncés sont vrais pour un corps commutatif À quelconque bien qu’ils sont 
écrits ici pour K = R. La méthode décrite dans ce problème est celle du pivot 
de Jordan que l’on retrouve par exemple en [8], 8.3.3.7. 


En géométrie, une dilatation (vectorielle ou affine) est une affinité de base 
un hyperplan. La matrice d’une dilatation dans une base ad hoc est donc de 
la forme D, (À), de sorte que l’on puisse dire que D} (À) est une matrice de 
dilatation et employer ce terme à la place d’« affinité ». 


1) Utilisons des crochets pour mettre en évidence les lignes de la matrice À, 
et noter : k 
A = 3 
Ée 
Si D; (À) = (dis), 


Di (À) A = D, dislilirn = (dll; ..n = | Ah 


Si Uie (À) = (wi), 


Ur (WA = TE; uislliern = | h + À 


La multiplication à gauche de À par la matrice d’affinité D, (À) correspond 
donc à l’opération élémentaire {y + À, tandis que la multiplication à gauche 
de À la matrice de transvection Ux. (À) correspond à l’opération élémentaire 
he + Ale. 
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2.a) Par hypothèse, il existe c € [1, n] tel que a % 0. La première ligne de 
la matrice U1e (1) À sera donnée par 1 + le = (ae, ….). 


2.b) Posons B — Us (a) Us: (À) À = (bi). On a : 


in li hi + p(l2 + Ah) 
L lb + À L + Al 
B = Un (u) Un (à) |. | = Un (y) - 


de sorte que bi1 = a11 + m(a21 + Aau). Il suffit de choisir À et y tels que 
bi1 = a11 + m(a21 + Aay1) = 1 pour conclure. On peut par exemple prendre 
u=let: 
l—ay; — a 
— 11 21 
a11 
2.c) Le résultat est obtenu en prenant a, = 1 comme pivot dans les opéra- 
tions élémentaires : 
ai 
l — n = — |; 
a11 


pour | variant de 2 à n. Ces opérations correspondent à des multiplications à 
gauche par des matrices de transvections. 


3) Un raisonnement par récurrence utilisant 2.c) montre facilement que pour 
tout 1 < k < n il existe une matrice 4, € M,,_Z(R) telle que : 


HE Sen 
ge à 
— : SCOR: 
A% 
W's: 0 


En n’utilisant que des produits à gauche par des matrices de transvections, on 
aboutit donc à une matrice de la forme : 


1 + …. # 
ai, * , 

0 1 + 
(0 0 6 
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où le dernier terme 6 de la diagonale principale n’a pas pu être transformé 
en 1 pour la simple raison que cela n’a été possible en 2.b) qu’en utilisant 
le produit Ui2 (1) Ua (À) qui nécessite de disposer d’au moins deux lignes 
supplémentaires pour être écrit. 


Rien ne nous empêche de partir de cette dernière matrice et de remplacer tous 
les termes situés au-dessus de la diagonale principale en utilisant des produits à 
gauche par des transvections. Cela revient à effectuer de nouvelles opérations 
élémentaires 4 + 4 + À sur les lignes en prenant pour pivots d’abord le 
nombre 6, puis les nombres 1 de la diagonale principale. Au bout d’un nombre 
fini de produits, on obtient une matrice de la forme : 


D GE ve OÙ 
0 

D\OÏ= 
: EE FN à 
it xx ee A0 SE 


Bien sûr det À — 6 puisque le déterminant d’une transvection est 1. 


4) Soit f l’endomorphisme de R” de matrice U}. (À) dans la base canonique 
(e1,.…, en) de R”. On dit que f est une transvection vectorielle. Cette applica- 
tion f est inversible car det f = 1. On a : 


J(é)=6. poutÆ£é 
J (ec) = ec + Aer 


d’où : 


fl(&)=e pouri£ce 
Ec — FE (ec) + € 


puisque {À £ c. Par suite : 
fr'(&)=e pourizce 
{ FT (ec) = ec — Xe, 
la matrice de f-! est (Uk (ÀA)) !? = Ur (—À), et l’on a montré que l'inverse 
d’une transvection de rapport À est une transvection de rapport —À. 


Autre solution — On peut aussi résoudre le système : 


Er siiZl 


2 + Âte = 
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d’inconnues %1, .…., Zn pour obtenir : 
dd St Æl 
dm = MD 


La matrice de ce dernier système est Uy. (—À), et c’est la matrice réciproque 
de Ue (À). 


5.a) La question 3 montre l’existence de matrices de transvections W/; telles 
que : 
W:..WiA = D, (0) 


avec 6 = det A. On obtient donc À = W, !...W;1D,(6) où les W; ! sont des 
inverses de matrices de transvections, donc encore des matrices de transvec- 
tions d’après la question 4. On a donc À = U x D,(6) où U est un produit de 
transvections. L’unicité de la décomposition est facile à vérifier car si : 


A=U x Da(ô) = U" x Dn(d”), 


il suffit de calculer le déterminant de ces matrices pour obtenir det A = 6 — 6?, 
puis U = U’ puisque la matrice d’affinité D, (det A) est inversible. 


On à montré que le groupe GL, (R) est engendré par les affinités et les trans- 
vections. 


5.b) Si À € SL,(R), alors det À — 1 et la question précédente montre 
l’existence d’une matrice U produit de transvections, telle que : 


A=U x D,(det À) =U x D,(1) =U 


puisque D,(1) = /,. Toute matrice de SL,(R) s'écrit donc comme un pro- 
duit de matrices de transvections, et cela signifie que les transvections en- 
gendrent SL, (R). 


6) Deux matrices À et B de Mh(R) sont équivalentes si, et seulement 
si, il existe des matrices inversibles P et Q telles que B = PAQ. Dans ce 
cas, et d’après 5.a, les matrices P et Q s’écrivent P = Ui..U, x D,(Ô) et 
Q=Vi.Vn X DE ) où les U; et les V; sont des matrices de transvections, et 
où 6 et 9’ sont les déterminants de À et B. On en déduit : 


BE Us DR) Aa VX D, (67): 


Pour conclure, il suffit de rappeler que la composition à gauche (resp. à droite) 
par une matrice de transvection ou d’affinité correspond à une opération élé- 
mentaire sur les lignes (resp. les colonnes). La réciproque est triviale. 
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Exercice 3 Soit n € N*. Si K est un corps commutatif, on note GL, (K) le 
groupe des matrices carrées inversibles de taille n et SL,(K) le sous-groupe de 
GL,(K) formé des matrices de déterminant 1. On rappelle que GL, (K) est 
engendré par les transvections et les dilatations, et que SL,(R) est engendré 
par les transvections. 

a) Montrer que SL,(R) et SL,(C) sont connexes par arcs. 

b) Montrer que GLh(C) est connexe par arcs. 

c) Montrer que GLA(R) n’est pas connexe, mais possède deux composantes 
connexes. 


Solution — Notons /, la matrice identité de taille n. Si ({,c) appartient à 
[1,n]°?, notons Æy, la matrice de M, (XK) dont tous les coefficients sont nuls sauf 
celui situé sur la l-ième ligne et la c-ième colonne qui vaut 1. Par définition, 
une matrice de la forme Uye (À) = 1h + Eye, où À € K et où L Z c, est une 
matrice de transvection, et une matrice de la forme D} (À) = 1, + (À —-1)Ey 
est une matrice de dilatation, c’est-à-dire la matrice d’une affinité de base un 
hyperplan vectoriel. 


a) Soit À une matrice de SL, (X), où X = R ou C. Il existe s transvections 
Une, (Ai) (1 << 5) telles que : 


À = Use: (Xi) X … X Use. (À) 


et l’on peut définir l’application : 


y: [0,1] — SL,(K) 
t nd Uno (At) X .…. X is (st) : 


Chacune des applications & + Une, (Ait) est continue sur [0,1] car tous les 
coefficients de Ui,e, (Ait) dépendent continument de t. On en déduit que l’ap- 
plication produit 7 est continue sur [0,1], et définit un chemin continue d’ex- 
trémités /, et À. 

Pour relier deux matrices quelconques À et B de SL, (K), il suffit de relier A 
à 1», puis 1, à B, et de composer (concaténer) les chemins pour aller de À 
à B. Cela démontre que SL, (K) est connexe par arcs. 


b) Première solution — Toute matrice À de GL,(C) est le produit de trans- 
vections et de dilatations. Le cours ([8], Th. 50) montre même l’existence de s 
matrices Uie, (Xi) (1 < à < s) de transvections et d’une matrice D, (8) de 
dilatation telles que : 


A Une (Mes X Ur (ASK D;(0) 
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0 


où 0 = det À. On peut écrire 6 sous la forme 6 = re’ 
puis définir l’application continue : 


avec r ER et 0ER, 


4e [OU GLy(C) 
te Una (ut) Une, (Ast) [Die"?)D((1 — tjet +tr)]. 


On vérifie que 7 (0) = 1, et y(1) = À. De plus e*? et (1—t)et+tr ne s'annulent 
jamais quand f varie de 0 à 1 car e“° est de norme 1, et car (1 — t)et + tr est 
le barycentre des deux réels ef et r strictement positifs, donc reste strictement 
positif quel que soit { € [0,1]. Cela montre que D,(eï?) et D, ((1—t)et +tr) 
appartiennent à GL,(C), et donc que y(t) € GL,(C) quel que soit £ € [0,1]. 
L'application 7 définit donc bien un chemin continue de /, à À qui reste dans 
GL,(C), et l’on peut conclure : l’ensemble GL,(C) est connexe par arcs. 

Remarque — On peut aussi utiliser les dilatations D,(rte*) pour passer 
de Zn à Da(re") = D,(6) quand t varie de 0 à 1, et modifier la démonstration 
précédente en conséquence. On peut aussi rappeler que C* est connexe par 
arcs et en déduire qu’il existe un chemin continu 8 :t+ B(t) de [0, 1] dans C* 
tel que B (0) = 1 et B(1) = 6. L'application : 


[0,1] — GL,(C) 
t + D,(B(t)) 


est continue et peut être utilisée pour construire le chemin 7 d’extrémités 1, 
et À comme on l’a fait dans la preuve précédente. 


Seconde solution — Soient À et B deux matrices de GL, (C). Le polynôme : 
P(X) = det((1-X)A+XB) 


est de degré n dans C[X], donc possède au plus n racines. Notons À, …, Àm 
(m < n) toutes les racines de P(X). Comme l’ensemble C\ {A1,..., 1m} est 
connexe par arcs (cela se voit facilement en considérant des lignes brisées mais 
continues qui relient entre eux deux éléments quelconques de cet ensemble), 
et comme P (0) P (1) Z 0, il existe un chemin continu : 


B: [0,1] — C\{A,.., Am} 
t B (t) 


tel que B (0) = 0 et B(1) = 1. L'application : 


y: [0,1] — GLh(C) 
t + (1-B(t)A+B(t)B 
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constitue alors un chemin continu contenu dans GL, (C), d’origine la matrice À 
et d'extrémité la matrice B. Cela montre que GL,(C) est connexe par arcs. 


c) L'application : 
f: GL,(R)  — R 
A = det À 
est continue. Si GL, (R) était connexe, l’image f(GL,(R)) de GL,(R) par l’ap- 
plication continue f serait connexe, ce qui est faux car il existe des matrices 
de déterminants —1 et 1, mais aucune matrice de GL, (R) n’a un détermi- 
nant nul. L'image f(GL,(R)) ne peut donc pas être un intervalle de R. Ce 
raisonnement par l’absurde montre que GL,, (R) n’est pas connexe. 


Il n’est pas trop difficile de voir que les deux composantes connexes de GL, (R) 
sont GL(R) et GL(R) où : 


GLY(R) = {A € GL,(R) / det À > 0} 
GLy(R) = {A € GLA(R) / det À < 0} 


car d’une part GL,(R) est la réunion disjointe de GL'(R) et GL(R), et 
d’autre part ces deux parties sont connexes par arcs, comme on le voit en 


raisonnant comme en b). Vérifions par exemple que GLT(R) est connexe par 
arcs. Si À € GLŸ(R), alors À s’écrit : 


À = Ua Grise (As) DA) 


avec les mêmes notations qu’au b). Ici Ô > 0, et l’on peut définir le chemin 
continu 7 : [0,1] — GL;'(R) en posant : 


à = Une Cut) Une, st) DA(A — À) +46). 


Ce chemin relie 7, à À en restant dans GLŸ(R). 
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CHAPITRE 7. GÉNÉRATION DE GLyw(R) ET SLyw(R) 


Chapitre 8 


Inversible — orthogonale x 
symétrique 


La preuve de la décomposition d’une matrice inversible en produit 
d’une matrice orthogonale et d’une matrice symétrique définie po- 
sitive peut être demandée dans un écrit d’agrégation interne. Il est 
donc judicieux de la réviser. L'exercice suivant est extrait de [5]. 


Exercice 4 Inversible — orthogonale x symétrique 
Soit M une matrice carrée n x n inversible à coefficients dans R. 

a) Montrer que MM est une matrice symétrique définie positive (c’est-à- 
dire une matrice symétrique qui définit une forme bilinéaire symétrique définie 
positive) et que toutes ses valeurs propres sont strictement positives. 

b) En déduire l’existence d’une matrice symétrique inversible S vérifiant 
MMS. 

c) Montrer qu'il existe une matrice orthogonale U telle que M = US. 


Solution — a) La matrice MM est symétrique car : 
tCMM)) = MM) = MM. 
Montrer que {MM est définie positive revient à montrer que : 
VX ER"\{0} X(MM)X >0. (+) 


On a : 
IXCMM)X = (MX)MX = (u(x)lu(x)) = [u(x)|? 


où u désigne l’endomorphisme de R” de matrice M dans la base canonique 
de R”, et où (.|.) désigne le produit scalaire canonique de R”. Comme w est 
bijective, on aura |u(x)|| > 0 pour tout x € R”\ {0}, d’où (+). 
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42 CHAPITRE S. INVERSIBLE = ORTHOGONALE x SYMÉTRIQUE 


Si À est une valeur propre de (MM, alors il existe X € R"\{0} tel que 
tMMX = XX, et : 


ÉX(ÉMM)X > 0 = XX >0 = ÀI|X|?>0 = À>0 
donc À est strictement positive. 


b) La matrice (MM est réelle symétrique, donc elle est diagonalisable dans 
une base orthonormale formée de vecteurs propres. Il existe ainsi une matrice 
diagonale : 


OR 
D — 0 À 

OR 

tee, cire À 


et une matrice orthogonale P telles que {MM = PDP. Comme toutes les 
valeurs propres À; de (MM sont strictement positives, pour tout à € [1,n] il 
existe y; € R* tel que À; = u?. Posons : 


Br 10. se 0 

À = 0 H2 
a. G 

0 0 


iMM=P !DP=P tAP=(P tAP)(P AP) = 5? 


en posant $ — P-TAP. La matrice S est inversible comme produit de matrices 
inversibles, et symétrique puisque $ = tPtAÏP-I = PAP = PAP 56. 


c) S'il existe une matrice orthogonale U telle que M = US, alors U = MS”. 
Posons donc U = MS! et montrons que U est orthogonale. On a : 


tUU = iS-LIMMS T1 = S-1S2S-1 2 TI 


donc {U = U-! et cela montre bien que U est une matrice orthogonale. 


Chapitre 9 


Convexité de S7T(R) 


Il est intéressant de rappeler pourquoi SŸT(R) est convexe en 
quelques lignes, même si cela ne suffit pas pour faire fonctionner 
la preuve que nous avons proposée à la question 18.a du problème 
d’agrégation. L'exercice suivant, posé au CAPES en 2011, est ex- 
trait du recueil [5] d'entraînement sur les fondamentaux. 


Exercice 5 Démontrer que l’ensemble SŸT(R) des matrices réelles symé- 
triques définies positives de taille n est une partie convexe de l’espace vectoriel 
MR) des matrices carrées de taille n à coefficients réels. 


Solution — Montrer que S*T(R) est convexe revient à montrer que, étant 
donné deux éléments À, B dans SŸT(R), le segment [A, B] est entièrement 
contenu dans SŸT(R). Soit donc M un point du segment |A, B]. Il existe 
t € [0,1] tel que M = {A + (1 —-t)B. Alors, pour tout X € R”\{0}, 


tXMX =tXAX +(1-t)tXBX > 0 


puisque par hypothèse {XAX > 0 et {XBX > 0, et puisque le barycentre à 
coefficients positifs {X MX des deux réels positifs {X AX et (XBX appartient 
au segment d’extrémités ces deux réels, segment qui est évidemment inclus 
dans R*. 


43 


A4 


CHAPITRE 9. CONVEXITÉ DE S**(R) 


Chapitre 10 


Forme générale des éléments 


de On (R) 


L'exercice suivant, extrait du recueil de questions fondamentales [5], 
permet de se remémorer le théorème de structure d’une applica- 
tion orthogonale d’un espace euclidien de dimension n quelconque 
que l’on a déjà rencontré en cours, par exemple au Théorème 113 
de [2], et qui joue un rôle primordial dans la question 18.b de ce 
problème d’agrégation interne. 


Exercice 6 Forme générale des applications orthogonales 
On considère une application orthogonale u d’un espace euclidien E de dimen- 
sion n, où n > 2. 

a) Montrer que u+u* est un endomorphisme symétrique. En déduire que u 
possède au moins un sous-espace invariant de dimension 1 ou 2. 

b) Utiliser ce qui précède pour préciser la forme générale des matrices des 
applications orthogonales de EF. 


Solution — a) L’endomorphisme u + u* est symétrique puisque : 
(u + u*)" = u* + (u*)* = u +u*. 


On sait que tout endomorphisme réel symétrique est diagonalisable dans le 
groupe orthogonal ([2], Th. 382). Cela implique, en particulier, que le polynôme 
caractéristique de u+u* est scindé sur R. En fait, nous aurons seulement besoin 
d'utiliser que u + u* admet au moins une valeur propre réelle À. Si x est un 
vecteur propre non nul de u + u* associé à À, u(x) +u (x) = Xx, et en 
appliquant uw aux deux membres : 


uw? (x) +x = Au(x). 
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46 CHAPITRE 10. FORME GÉNÉRALE DES ÉLÉMENTS DE Onw(R) 


Ainsi u? (x) = Au (x)—x s'exprime comme combinaison linéaire de u (x) et x, et 
le sous-espace vectoriel F = Vect (x, u (x)), de dimension 1 ou 2, sera invariant 
par ü. 


b) On utilise ce qui précède pour démontrer le résultat suivant par récurrence 
sur la dimension de l’espace ([2], Th. 113) : 


Théorème — Un endomorphisme « de E est orthogonal si, et 
seulement si, il existe une base orthonormale dans laquelle la ma- 
trice de uw est de la forme : 


13.0 Ja sx 0 
0 -I 

sn Re, 

| Fe ".. 0 
D: ee. &é Ro, 


| _ , : cosô —sin® 

où J, est la matrice identité de taille p, et R9 — | 
sing cos 

Preuve — La condition est suffisante puisque les vecteurs-colonnes de la ma- 

trice proposée forment une base orthonormale. Montrons qu’elle est nécessaire 


en raisonnant par récurrence sur n. 


- L’assertion est vraie aux rangs 1 et 2 car on connaît parfaitement les 
applications orthogonales de la droite et du plan, et leurs matrices dans une 
base orthonormale. 

- Si l’on suppose la propriété satisfaite jusqu’au rang n —1,etsiueO(E) 
avec dim E = n, la question a) montre l’existence d’un sous-espace vectoriel F 
stable par w et de dimension 1 ou 2. Si dimF = 1, alors ulr = +]d. Si 
dim F = 2, alors u|r est une application orthogonale du plan F : c’est soit 
une réflexion et il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice 


de u|r s'écrit : 
1 O0 
0 —1 }? 


soit une rotation et sa matrice est de la forme À dans une base orthonormale. 
Dans les deux cas, on peut compléter la base de F en une base de E en 
appliquant l'hypothèse récurrente à l'application orthogonale u|r1 € O(F+), 
et la matrice de u dans cette base possède la forme voulue. 5 


Chapitre 11 


Centres de SO3(R) et SU:(C) 


Dans la toute dernière question 23.8 du problème, nous avons fait 
comme si nous connaissions bien les centres des groupes SO3(R) 
et SU2(C). L'exercice suivant, placé dans [5], permet de travailler 
sur ce résultat. 


Exercice 7 Soient SO3(R) le groupe spécial orthogonal de degré 3 sur R, et 
SU2(C) le groupe spécial unitaire de degré 2 sur C. Montrer que le centre de 
SU2(C) est une paire tandis que le centre de SO3(R) est un singleton. Les 
groupes SO3(R) et SU2(C) sont-ils isomorphes ? 


Solution — On identifiera les endomorphismes de R? ou de C?, suivant le 
cas, à leurs matrices dans la base canonique. 
On rappelle que SO3(R) est le groupe formé des matrices carrées M de taille 3 
à coefficients dans R telles que {M = Mt et det M = 1, et que SU2(C) est 
le groupe formé des matrices carrées M de taille 2 à coefficients dans C telles 
que M* = M! et det M = 1, où l’on note par définition M* = ‘M. 
On rappelle aussi que le centre Z(G) d’un groupe G est formé de tous les 
éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G. 


Centre de SO3(R) — Si u appartient au centre Z (SO3(R)), alors u commute 
avec toutes les applications orthogonales positives de RŸ, donc en particulier 
avec tous les retournements. Si sp est le retournement d’axe D (c’est-à-dire la 
symétrie orthogonale par rapport à la droite D), alors uo sp = sp ou, donc : 


Vxe D uosp(x)=spou(x) = Vre D u(x) = sp(u(x)) 
= VreD u(x)e D. 


Cela prouve que u(D) € D. L’endomorphisme w laisse donc stable toutes les 
droites vectorielles, et c’est obligatoirement une homothétie ([4], Question 35). 
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Il existe donc À ER tel que u = A]d. On a : 


(Ad) = (Ad)! A 
00) PR 


À=li u = Id 


ce qui prouve que Z (SO3(R)) C {7d}. Comme l'inclusion réciproque est évi- 
dente, on obtient bien Z (SO3(R)) = {7d}. 


Remarque — On a utilisé exactement la même preuve que dans la Ques- 
tion 37 de [4] où l’on devait montrer que le centre du groupe linéaire GL(E) 
d’un espace vectoriel E était réduit à {7Zd}. Il est donc intéressant d'essayer de 
se rappeler de cette utilisation efficace des symétries orthogonales par rapport 
à une droite. 


Centre de SU2(C) — Reprenons des notations matricielles. 
Si M € Z(SU2(C)), alors : 


VN ESU2(C) MN =NM. 


On sait qu’une matrice M de SU2(C) est diagonalisable dans le groupe unitaire 
([2], Th. 379 ou {5}). Il existe donc une matrice unitaire P et deux complexes À 


et 1 tels que : 
PMP =D = ( a L 
0 y 
Pour tout N € SU2(C) : 


DN = P-IMPN = P-IPNM = NM 
ND=NP-IMP = MNP -IP=MN 


donc : 
VN ESU2(C) DN = ND. 


En particulier si l’on considère la matrice spéciale unitaire : 


on obtient : 
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d’où À = y. Les matrices M du centre de SU2(C) ne peuvent donc être que des 
matrices d’homothéties. Mais M = XI entraîne det M = X = 1, d’où À = +1, 
ce qui permet d’affirmer que Z(SU2(C)) C {+7d}. L'inclusion réciproque étant 
triviale, on aura : 


Z(SU2(C)) = {+Td} . 


Isomorphisme entre SO3(R) et SU2(C) — S'il existait un tel isomorphisme, 
les centres de ces deux groupes seraient isomorphes, et l’on vient de démontrer 
que c’est faux. Les groupes SO3(R) et SU2(C) ne sont donc pas isomorphes. 
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Du même auteur 


Pour obtenir des informations sur ces ouvrages, il suffit de se 
connecter sur MégaMaths http ://megamaths.perso.neuf.fr/, faire 
une recherche sur Amazon.fr, ou visualiser des extraits sur Google 
livres. Vous pouvez aussi écrire à dany-jack.mercier@hotmail.fr. 


ANNALES -— S’entraîner sur des annales réelles de concours de CAPES, de 
CAPLP ou d’agrégation interne corrigées avec soin est toujours conseillé pour 
rentrer dans le vif du sujet et réaliser rapidement des progrès. Jean-Etienne 
Rombaldi et moi-même proposons de nombreuses annales depuis 1999. 


COURS -— Réviser le cours et revoir ses fondamentaux est salvateur, surtout 
quand ce cours donne les moyens de comprendre en s’attachant à l’essentiel. 
Trois volumes parus : 

e Cours de Géométrie, préparation au CAPES et à l’agrégation. 

e Fondamentaux d’algèbre & d’arithmétique. 

e Fondamentaux de géométrie. 


DOSSIERS MATHEMATIQUES -— Chaque fascicule de cette collection 
précise les connaissances de base sur un thème donné pour faire rapidement 
le point. Déjà parus : 

e DM 1 - Méthode des moindres carrés. 

e DM 2 - Dualité en algèbre linéaire. 

e DM 3 - Probabilités. 

e DM 4 - Introduction à l’algèbre linéaire. 

e DM 5 - Déterminants et systèmes linéaires. 

e DM 6 - Les grands théorèmes de l’analyse. 

e DM 7 - Les raisonnements mathématiques. 

e DM 8 - Réduction des endomorphismes. 


EXERCICES & PROBLEMES -— Des exercices et des problèmes choisis 
permettent de se mettre à l'épreuve dans des situations variées sans pour au- 
tant travailler de longs problèmes d’annales. Ces livres contiennent des extraits 
de problèmes d'examens ou de concours retenus pour leur intérêt pédagogique. 

e Fonctions de plusieurs variables réelles. 

e Exercices pour le CAPES mathématiques et l’agrég. interne, vol. I et I. 

e Recueil d’ex. et de problèmes d’algèbre, d’arithmétique et de géométrie. 

e Ex. et problèmes de math. pour le CAPES et l’agrégation interne, 2013. 
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ACQUISITION DES FONDAMENTAUX — Cette collection permet 
de travailler sur une multitude de questions courtes extraites d’écrits et d’oraux 
de CAPES, CAPLP et agrégations internes, sur lesquelles il convient de sa- 
voir réagir efficacement. Les questions posées permettent de s’assurer que l’on 
connaît les points cruciaux du cours pour être capable de les expliquer et les 
réutiliser à l'écrit comme à l’oral. Les volumes I (nombres, algèbre, arithmé- 
tique, polynômes), IT (algèbre linéaire), IV (géométrie affine et euclidienne), 
V (analyse, intégration et géométrie) et VI (analyse, intégration et géométrie) 
sont parus. 


ENTRAINEMENTS CLES EN MAIN -— Ces ouvrages permettent une 
révision équilibrée et rapide. Ils contiennent des questions tirées des livres de 
la collection Acquisition des fondamentaux parus ou à paraître, et sont souvent 
complétés par des problèmes. 


PREPARATION A L’ORAL — Pour préparer ou approfondir des leçons 
d’oral ou pour s'entraîner à répondre au jury : 

e Questions du jury d’oral du CAPES math. & réflexions sur la préparation. 

e Oral 1 du CAPES maths - Plans et approf. de 5 leçons de la liste 2013. 

e CAPES/AGREG Maths - Préparation intensive à l’entretien (offert). 

e Oral 1 du CAPES MATHS - Pistes et commentaires (offert). 


NB : les quatre volumes de la collection L'épreuve d’exposé au CAPES mathé- 
matiques ne correspondent plus à la réalité de l’épreuve à partir de la session 
2011. 


LECTURES - Des ouvrages faciles à lire sur des thèmes variés qui inté- 
ressent souvent les concours, mais pas seulement : 

e Comment apprendre les fondamentaux de math. pour les concours ? 

e Cahiers de mathématiques du supérieur, vol. I. 

e Brèves de mathématiques. 

e Revue LMEC : quatre volumes. 


REFLEXIONS SUR L'ENSEIGNEMENT — Comment ne pas être 
choqué par l’évolution de l’enseignement des mathématiques et la part dévolue 
aux sciences au lycée ? 

e Délires & tendances dans l’E.N., filières scientifiques en péril. 

e L'enseignement dans le chaos des réformes et des attentes. 


